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O QUE ESPERAR DO CALOR EM UMA PLACA ESTREITA ?
VANDERLEI M. NASCIMENTO AND RICARDO P. SILVA⋆
Resumo. Ilustramos com um simples exemplo de perturbac¸a˜o de domı´nios, como a de-
composic¸a˜o espectral de um operador linear pode ser aplicada para determinar o com-
portamento de uma famı´lia de equac¸o˜es diferenciais parciais.
1. Introduc¸a˜o
Na modelagem matema´tica de fenoˆmenos naturais, e´ comum presumir que certas gran-
dezas sa˜o desprez´ıveis comparadas a` outras. Por exemplo a profundidade de um oceano
comparado a` sua extensa˜o. De todo modo, a grandeza desprez´ıvel existe tanto quanto
as outras, e a matema´tica leva isso em conta, atrave´s da noc¸a˜o de limite: Se ǫ existe no
modelo, o que podemos dizer ao fazermos ǫ→ 0 ? Em cada caso, explicar o significado que
se da´ para “quando fazemos ǫ→ 0”, e´ explicar o que sera´ entendido por “desprezar ǫ ”.
Muitos desses aspectos esta˜o incorporados nos chamados problemas em domı´nios finos,
sobre os quais [7] contempla um panorama substancial.
O que consideramos neste trabalho exemplifica algumas ide´ias envolvidas no assunto,
e, por isso mesmo, apo´ia-se em resultados importantes ja´ estabelecidos. De posse deles,
o tratamento que damos ao exemplo vem com o objetivo de valorizar ferramentas ba´sicas
da A´lgebra Linear no tratamento de EDP’s na˜o lineares. Elas, juntamente com o fato de
podermos tornar preciso o significado de “fazer ǫ→ 0”, neste caso, permitira˜o darmos uma
resposta quanto ao que esperamos ao fazer isso.
2. Motivac¸a˜o
Imagine que queiramos estudar como o calor se propaga em placas retangulares de
espessuras que va˜o tornando-se mais e mais finas. Fixando o comprimento das placas
constante, digamos igual a 1, como proto´tipo tomamos o retaˆngulo Ωǫ := (0, 1) × (0, ǫ),
ǫ > 0, e consideramos ǫ→ 0.
Ale´m disso, para um modelo mais simplificado, supomos que as placas sa˜o compostas de
material homogeˆneo e esta˜o termicamente isoladas. Isso significa que o fluxo de calor, sem
fontes externas, e com distribuic¸a˜o inicial de temperatura, uǫ0, supostamente conhecida em
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cada ponto (x, y) do retaˆngulo Ωǫ, e´ descrito pelas equac¸o˜es

uǫt = u
ǫ
xx + u
ǫ
yy, em R
+ × Ωǫ
∂uǫ
∂ηǫ
= 0, em R+ × ∂Ωǫ
uǫ(0, ·, ·) = uǫ0, em Ωǫ,
(P˜ǫ)
onde ηǫ denota o campo vetorial (unita´rio) normal a`s laterais ∂Ωǫ da placa Ωǫ e uǫ =
uǫ(t, x, y) representa a temperatura no ponto (x, y) de Ωǫ no instante t > 0. Observe que
∂uǫ
∂ηǫ
(t, x, y) = 0 nos pontos de ∂Ωǫ, nos diz que na˜o ha´ quaisquer perda ou ganho de calor
atrave´s das laterais ∂Ωǫ, em qualquer instante t > 0.
O operador de Laplace
∆u(x, y) = uxx(x, y) + uyy(x, y),
e´ um operador linear, e e´ na ana´lise de seus autovalores e autofunc¸o˜es que seremos capazes
de determinar o comportamento limite do fluxo de calor em Ωǫ, quando ǫ → 0. Note
que, quando ǫ → 0, Ωǫ se colapsa no segmento (0, 1), e assim suspeitamos que se tal
comportamento limite existir, devera´ ser regido por um modelo unidimensional.
3. Ana´lise Espectral
3.1. Problema de autovalor. Para Ωǫ = (0, 1) × (0, ǫ) consideremos o problema de
autovalor 

−∆u = λu, em Ωǫ
∂u
∂ηǫ
= 0, em ∂Ωǫ.
(A˜ǫ)
Para cada ǫ > 0 fixo, atrave´s do me´todo de separac¸a˜o de varia´veis (veja [4]), e´ fa´cil obter
que (todos) os valores de λ para os quais existe uma func¸a˜o na˜o nula, u = u(x, y), que
satisfaz a equac¸a˜o (A˜ǫ), sa˜o
λǫm,n = π
2(m2 +
n2
ǫ2
), m, n = 0, 1, 2, · · ·
e que, ale´m disso, a respectiva autofunc¸a˜o associada a λǫm,n e´
uǫm,n(x, y) = cos(mπ x) cos(
nπ
ǫ
y).
Munido da norma
‖u‖ =
(∫
Ωǫ
|u(x, y)|2 dxdy
) 1
2
,
o espac¸o das (classes de equivaleˆncia das) func¸o˜es cujo quadrado e´ integra´vel a Lebesgue
(veja por exemplo [8]), e´ completo e usualmente denotado por L2(Ωǫ). Tambe´m, como esta
norma e´ induzida pelo produto interno
〈u, v〉 =
∫
Ωǫ
u(x, y)v(x, y) dxdy,
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L2(Ωǫ) e´ um espac¸o de Hilbert. Autofunc¸o˜es, uǫm,n e u
ǫ
m′,n′ , associadas a autovalores
distintos, λǫm,n e λ
ǫ
m′,n′ respectivamente, sa˜o ortogonais. De fato, integrando por partes,
veˆ-se, que para quaisquer (m,n) 6= (m′, n′),
〈uǫm,n, uǫm′,n′〉 =
∫
Ωǫ
cos(mπ x) cos(
nπ
ǫ
y) cos(m′ π x) cos(
n′ π
ǫ
y) dxdy
=
∫ 1
0
cos(mπ x) cos(m′ π x) dx
∫ ǫ
0
cos(
nπ
ǫ
y) cos(
n′ π
ǫ
y) dy = 0.
Ale´m disso,
‖uǫm,n‖ =
[∫
Ωǫ
|uǫm,n|2dxdy
] 1
2
=
[∫ 1
0
| cos(mπ x)|2dx
∫ ǫ
0
| cos(nπ
ǫ
y)|2dy
] 1
2
=
√
ǫ
am,n
,
onde a0,0 = 1, am,0 = a0,n =
√
2 e am,n = 2 para m,n = 1, 2, · · · .
Portanto as func¸o˜es
wǫm,n(x, y) =
am,n√
ǫ
cos(mπ x) cos(
nπ
ǫ
y), m, n = 0, 1, 2, · · ·
constituem um sistema ortonormal em L2(Ωǫ). Como tambe´m e´ poss´ıvel mostrar, (veja
[1]), que esse sistema e´ completo temos
u =
∞∑
m,n=0
〈u,wǫm,n〉wǫm,n, ∀u ∈ L2(Ωǫ). (1)
E´ fa´cil ver para T : L2(Ωǫ) → L2(Ωǫ) linear e cont´ınuo, que a convergeˆncia das somas
parciais em (1) implica em Tu =
∞∑
m,n=0
〈u,wǫm,n〉Twǫm,n.
Entretanto, mesmo na˜o sendo −∆ um operador cont´ınuo de L2(Ωǫ), tambe´m temos1
−∆u =
∞∑
m,n=0
〈u,wǫm,n〉λǫm,n wǫm,n, ∀u ∈ Dom(−∆), (2)
onde Dom(−∆) = {u ∈ L2(Ωǫ) :
∞∑
m,n=0
[〈u,wǫm,n〉λǫm,n]2 <∞}.
3.2. Mudando de varia´veis. Ao considerarmos a mudanc¸a de varia´veis
Φǫ : (x1, x2) 7→ (x, y) := (x1, ǫx2)
1Ao leitor interessado sugerimos a sec¸a˜o sobre operadores compactos e auto-adjuntos em [1].
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que transforma a placa (fixa) Ω = (0, 1) × (0, 1) na placa Ωǫ, se u = u(x, y) e´ soluc¸a˜o do
problema (A˜ǫ), enta˜o, pela regra da cadeia, v = u ◦ Φǫ e´ soluc¸a˜o do problema

−vx1x1 −
1
ǫ2
vx2x2 = λv, em Ω
vx1ηx1 +
1
ǫ2
vx2ηx2 = 0, em ∂Ω,
(Aǫ)
onde η = (ηx1 , ηx2) denota o campo vetorial (unita´rio) normal a`s laterais ∂Ω da placa Ω.
Similarmente, se v = v(x1, x2) e´ soluc¸a˜o de (Aǫ), enta˜o u = v ◦ Φ−1ǫ e´ soluc¸a˜o de (A˜ǫ).
Portanto a mudanc¸a Φǫ transforma soluc¸o˜es do problema (A˜ǫ) em soluc¸o˜es do problema
(Aǫ). Da mesma forma, as soluc¸o˜es do problema (P˜ǫ) sa˜o transformadas em soluc¸o˜es do
problema 

vǫt = v
ǫ
x1x1
+
1
ǫ2
vǫx2x2 , em R
+ × Ω
vǫx1ηx1 +
1
ǫ2
vǫx2ηx2 = 0, em ∂Ω,
vǫ(0, ·, ·) = vǫ0, em Ω,
(Pǫ)
considerando-se vǫ0 = u
ǫ
0 ◦ Φǫ.
Ca´lculos diretos mostram que, para cada ǫ > 0, os autovalores do operador
−∆ǫv = −vx1x1 −
1
ǫ2
vx2x2
sa˜o os mesmos λǫm,n = π
2(m2 +
n2
ǫ2
), m,n = 0, 1, 2, · · · , pore´m as respectivas autofunc¸o˜es
(normalizadas) agora independem de ǫ e sa˜o dadas por
vǫm,n(x1, x2) = am,n cos(mπ x1) cos(nπ x2), m, n = 0, 1, 2, · · · .
Como antes, as func¸o˜es vǫm,n, m,n = 0, 1, 2 · · · , constituem um sistema ortonormal
completo de L2(Ω), e
−∆ǫu =
∞∑
m,n=0
〈u, vǫm,n〉λǫm,n vǫm,n, ∀u ∈ Dom(−∆ǫ).
Ainda por separac¸a˜o de varia´veis, somos capazes de expressar a soluc¸a˜o vǫ do problema
(Pǫ) como
vǫ(t, x1, x2) =
∞∑
m,n=0
e−tλ
ǫ
m,n 〈vǫ0, vǫm,n〉 vǫm,n(x1, x2). (3)
Escrevamos agora, para cada ǫ > 0, os autovalores λǫm,n em ordem crescente (levando
em conta suas multiplicidades
λǫ1 ≤ λǫ2 ≤ λǫ3 ≤ · · · .
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Como, para cada natural k, existe um valor de paraˆmetro ǫk, que pode ser tomado de
modo a que π2k2 ≤ π
2
ǫ2
k
, enta˜o, sempre que 0 < ǫ ≤ ǫk,
λǫ1 = 0, λ
ǫ
2 = λ
ǫ
1,0, λ
ǫ
3 = λ
ǫ
2,0, · · · , λǫk+1 = λǫk,0.
Portanto
λǫn
ǫ→0−→ π2(n− 1)2 := λ0n,
para todo n = 1, 2, · · · .
Da mesma forma, a sequeˆncia de autofunc¸o˜es vǫn, associada a` sequeˆncia λ
ǫ
n, converge
trivialmente (quando ǫ→ 0), para a func¸a˜o v0n(x1, x2) :=
√
2 cos(nπ x1), ∀ n = 1, 2, · · · .
Este comportamento dos autovalores do operador −∆ǫ, no qual o primeiro autovalor
“associado a` decomposic¸a˜o na direc¸a˜o x2” explode quando ǫ → 0, e´ fundamental para a
caracterizac¸a˜o do limite para (Pǫ), pois ao reconhecermos λ
0
n e v
0
n, n = 1, 2, · · · , observamos
que sa˜o, respectivamente, os autovalores e autofunc¸o˜es (normalizadas) do seguinte problema
unidimensional {
−vxx = λv, em (0, 1)
vx(0) = vx(1) = 0.
(A0)
Similarmente, o espac¸o L2(0, 1) das func¸o˜es definidas no intervalo (0, 1), com quadrado
integra´vel a Lebesgue, e munido do produto interno
(u, v) =
∫ 1
0
u(x)v(x) dx
e´ um espac¸o de Hilbert, as func¸o˜es v0n constituem um sistema ortonormal completo, e
− d
2
dx2
v =
∞∑
k=1
(v, v0k)λ
0
k v
0
k, ∀ v ∈ Dom(−
d2
dx2
),
onde Dom(− d
2
dx2
) = {v ∈ L2(0, 1) :
∞∑
k=1
[
(v, v0k)λ
0
k
]2
<∞}.
Tambe´m a soluc¸a˜o v0 = v0(t, x) do problema unidimensional

vt = vxx, em R
+ × (0, 1)
vx(t, 0) = vx(t, 1) = 0, t > 0
v(0, ·) = v00 , em (0, 1).
(P0)
e´ dada na forma
v0(t, x) =
∞∑
k=1
e−tλ
0
k(v00 , v
0
k) v
0
k(x). (4)
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4. Reduc¸a˜o da dimensa˜o
Dada uma func¸a˜o u : (0, 1) → R, consideramos uˆ : Ω → R definida por uˆ(x, y) =
u(x). Assim podemos ver o espac¸o L2(0, 1) como um subespac¸o de L2(Ω), e considerar o
operador − d
2
dx2
atuando neste subespac¸o. Na sequeˆncia usaremos sem qualquer menc¸a˜o
esta identificac¸a˜o.
Com a notac¸a˜o acima, os vetores vˆ0n constituem um sistema ortonormal completo de
L2(0, 1), e
vˆ0(t, x, y) =
∞∑
k=1
e−tλ
0
k〈vˆ00 , vˆ0k〉 vˆ0k(x, y).
Portanto, da convergeˆncia espectral obtida na Sec¸a˜o 3, se a sequeˆncia de dados iniciais
vǫ0 ∈ L2(Ω), converge para vˆ00 em L2(Ω), enta˜o
vǫ(t, ·, ·) =
∞∑
k=1
e−tλ
ǫ
k 〈vǫ0, vǫk〉 vǫk ǫ→0−→
∞∑
k=1
e−tλ
0
k 〈vˆ00 , vˆ0k〉 vˆ0k = vˆ0(t, ·, ·), (5)
uniformemente para t em intervalos compactos de R+. Sobre estes fatos indicamos ao leitor
as monografias [3] e [5].
Portanto, apo´s essa nossa ana´lise, se perguntados foˆssemos :
– O que esperar do calor em uma placa estreita ?
de pronto responder´ıamos:
– Esperamos que ele se remeta ao caso unidimensional.
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